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Apercu
oe

Programme du cours

O Mots, langages

Q Langages rationnels, expressions rationnelles
© Automates finis

© Langages non-rationnels

© Langages reconnaissables, minimisation
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Automates finis déterministes
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Automates finis déterministes
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Automates finis déterministes
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Exemple

L'algorithme le plus simple qui décide le langage de tous les mots qui
commencent par ab: L= {ab, aba, abb, abaa, abab, abba, . ..}
( en Python-ésque ) :

def startsab(stream):

state = "attend_ a"
while x = next(stream):
if state == "attendga":
if x == "a":
state = "attend_ b"
else: return False
elif state == "attend_ b":
if x == "b":
state = "done"
else: return False
if state == "done": return True

else: return False
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Automates finis déterministes
00000000000

Exemple

L'algorithme le plus simple qui décide le langage de tous les mots qui
commencent par ab: L= {ab, aba, abb, abaa, abab, abba, . ..}
( en Python-ésque ) :

def startsab(stream): _»
state = "attend_ a"
while x = next(stream):
if state == "attendga":
if x == "a":
state = "attend_ b" (:)
else: return False
elif state == "attend_ b":
if x == "b":

state = "done" (:)

else: return False
if state == "done": return True
else: return False
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Automates finis déterministes
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Exemple

L'algorithme le plus simple qui décide le langage de tous les mots qui
commencent par ab: L= {ab, aba, abb, abaa, abab, abba, . ..}
( en Python-ésque ) :

def startsab(stream): <€>
—_— 0
state = "attend_ a"
while x = next(stream): R
if state == "attendga":
if x == "a":
state = "attend_ b" (%)
else: return False
elif state == "attend_ b": b
if x == "b":
state = "done" 52
else: return False
if state == "done": return True 2. b
b

else: return False
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Automates finis déterministes
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Exemple

L'algorithme le plus simple qui décide le langage de tous les mots qui
commencent par ab: L= {ab, aba, abb, abaa, abab, abba, . ..}
( en Python-ésque ) :

def startsab(stream): <€>
—_— 0
state = "attend_ a"
while x = next(stream): R
if state == "attendga":
if x == "a":
state = "attend_ b" (%)
else: return False
elif state == "attend_ b": b
if x == "b":
state = "done" 52
else: return False
if state == "done": return True 2. b
b

else: return False
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Automates finis déterministes
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Automates finis déterministes complets

Définition (4.1)

Un automate fini déterministe complet est une structure
(%, Q, qo, F,6) ol

@ X est un ensemble fini de symboles,

o @ est un ensemble fini d’états,

@ go € Q est I'état initial,

o F C @ est I'ensemble des états finaux, et

@ §: QXX — Q est lafonction de transition.

(]

un graphe orienté avec arcs étiquetés dans ¥ et certains nceuds
distingués comme initial et/ou final
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Automates finis déterministes
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Exemple

Uli Fahrenberg

Y ={a,b}

Q = {%0, 51,5
qo S0

F ={s}
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Exemple

Uli Fahrenberg
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Automates finis déterministes
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Exemple

b ¥ ={a, b}

a a, b Q = {s0,51,%,53}

3 do = %0
<51 F={s}
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Automates finis déterministes
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Comment ¢a marche

Un automate fini déterministe complet : A= (X, Q, qo, F,0) :
e 2, @ ensembles finis, go € Q, F C Q,
0 0: QXX — Q:lafonction de transition

On note ¢ —= r pour (g, a) = r.

4 a a apn—1
@ Un calcul dans A est une séquence 0 = g1 — go — --- == q,,.

o donc 6(qj, a;) = gij+1 pourtout i=1,....,.n—1
o L'étiquette d'un calcul comme ci-dessus est
)\(O') = a1ay...ap-1 € 2*.
@ Un calcul comme ci-dessus est réussi si g1 = qo et g, € F.

o Le langage reconnu par A est
L(A) = {A(o) | o calcul réussi dans A}.
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Automates finis déterministes
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Exemple

S0 b
a a, b
a
(s1
b
52
a,b

Uli Fahrenberg

calculs dans A :
b X1 Xn
@sg—S3 — "+ —>S3
a a X1 Xn
s —>S5 —>8 —> " —> 853
a b X1 Xn
@Sy —>S5 —>S —> - —>
pour tout x1,...,x, € {a, b}

calculs réussis :

a b X1 Xn
@S5 —>S5 —SHH —>—

langage reconnu par A :
o L(A) = L(ab(a+ b)*)
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Automates finis déterministes
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5 minutes de réflexion

Vrai ou faux?
Q baba € L(A)
Q baab € L(A)
Q abab € L(A)
Q abaaab € L(A)
Q e L(A)
Q L(b*aa*b) C L(A)
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Automates finis déterministes
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5 minutes de réflexion

Vrai ou faux?
Q baba € L(A)
Q baab € L(A)
Q abab € L(A)
Q abaaab € L(A)
Q e L(A)
Q L(b*aa*b) C L(A)

N %X N % N\ %
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Automates finis déterministes
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« Déterministe complet » ?

Automate fini déterministe complet : (X, Q, qo, F,9) :
@ ¥, @ ensembles finis, gg € Q, F C Q,
0 0: QXX — Q:lafonction de transition

o tres utile dans la théorie

Automate fini déterministe :
@ J fonction partielle

o tres utile pour I'implémentation

Automate fini non-déterministe :
@ ¢ relation
o trés utile dans la théorie

Automate fini non-déterministe avec transitions spontanées :
@ notion encore plus générale et utile ( en théorie )
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Automates finis déterministes
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Automates finis déterministes

Définition (4.4)

Un automate fini déterministe est une structure (X, Q, qo, F, ) ou
> est un ensemble fini de symboles,

Q est un ensemble fini d'états,

go € Q est I'état initial,

F C Q est I'ensemble des états finaux, et

e 6 6 o o

d: Q@ x X — Q est la fonction partielle de transition.

(4]

tout automate fini déterministe peut étre complété en ajoutant un
état puits ( voir p. 30 )
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Automates finis déterministes
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Exemple

Automate fini déterministe et complétion :

def startsab(stream): S
state = 0
while x = ne

if state =
if x

G ®
lon j\))

S2

else: return False
if state == 2: return True a,b
else: return False
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Automates finis déterministes
00000000080

Exemple

Automate fini déterministe et complétion :

def startsab(stream): S0 b
state = 0
while x = next(stream): a a, b
if state == 0:
1f X == Ilall <51 a
state = 1
else: return False b
elif state == 1
if X == llb" 52
state = 2
else: return False
if state == 2: return True a,b

else: return False

Uli Fahrenberg Théorie des langages rationnels : THLR 20/ 51



Automates finis déterministes
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Complétion

Pour tout automate fini déterministe A il existe un automate fini

déterministe complet A tel que L(A") = L(A).

V
Démonstration.

Q@ Soit A= (X, Q, qo, F.9).
@ On construit A’ = (X, Q', g4, F', 8') comme suit :
Q @=QU{gp}oug,¢Q,
Q qg,=qoet FF=F.
@ La fonction § : @ x ¥ — Q' est définie par
5(q, ) = {5(q, a) sige Qetd(q,a) est défini,
gp  sinon.
@ Maintenant il faut démontrer que, en fait, L(A") = L(A).
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Non-déterminisme
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Non-déterminisme
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Non-déterminisme
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Exemple

L'algorithme le plus simple qui L'algorithme le plus simple qui
décide le langage de tous les décide le langage de tous les
mots qui commencent par ab : mots qui se terminent par ab :

~®
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Non-déterminisme
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Exemple
L'algorithme le plus simple qui L'algorithme le plus simple qui
décide le langage de tous les décide le langage de tous les
mots qui commencent par ab : mots qui se terminent par ab :
_,@ @ a,b
a a
0 g
b b
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Non-déterminisme
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Exemple
L'algorithme le plus simple qui L'algorithme le plus simple qui
décide le langage de tous les décide le langage de tous les
mots qui commencent par ab : mots qui se terminent par ab :
a a
0 Ol
b b

2 b (=)~ (2

@ pas un algorithme!
o abab 77?
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Non-déterminisme
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Automates finis ( non-déterministes )

Définition (4.8)

Un automate fini est une structure (X, Q, qo, F,d) ou
@ X est un ensemble fini de symboles,
@ @ est un ensemble fini d'états,
@ go € Q est I'état initial,

o F C @ est I'ensemble des états finaux, et

0 0 C @ x X x @ est la relation de transition.
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Non-déterminisme
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Automates finis ( non-déterministes )

Définition (4.8)

Un automate fini est une structure (X, Q, Qo, F,d) ou
@ X est un ensemble fini de symboles,
Q est un ensemble fini d'états,

[+

@ Qo C Q est I'ensemble des états initiaux,
o F C @ est I'ensemble des états finaux, et
[+

0 C QX X x Q est la relation de transition.

(4]

pas trop pratique pour I'implémentation

mais bien utile en théorie!

(]
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Non-déterminisme
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Comment ¢a marche

Un automate fini : A= (X, Q, Qo, F,9) :
o ¥, Q ensembles finis, Qo, F C Q,
0 § C Q@ xXx Q@ :larelation de transition

On note g - r si (q,a,r) € 0.

7 a a dn—1
@ Un calcul dans A est une séquence 0 = g1 —= go - --- == q,.

o L'étiquette d'un calcul comme ci-dessus est
)\(O') =a1ay...a,_1 € X*.
@ Un calcul comme ci-dessus est réussi si g1 € Qg et g, € F.

@ Le langage reconnu par A est
L(A) = {A(o) | o calcul réussi dans A}.
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Non-déterminisme
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Comment ¢a marche

Un automate fini : A= (X, Q, Qo, F,9) :
o ¥, Q ensembles finis, Qo, F C Q,
0 § C Q@ xXx Q@ :larelation de transition

On note g —= r si (g,a,r) € 6. <= la seule chose qui a changé!

7 a a dn—1
@ Un calcul dans A est une séquence 0 = g1 —= go - --- == q,.

o L'étiquette d'un calcul comme ci-dessus est
)\(O') =a1ay...a,_1 € X*.
@ Un calcul comme ci-dessus est réussi si g1 € Qg et g, € F.

@ Le langage reconnu par A est
L(A) = {A(o) | o calcul réussi dans A}.
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Non-déterminisme
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Langages reconnaissables

Théoreme

Pour tout automate fini A il existe un automate fini déterministe A’ tel
que L(A") = L(A).

@ pour la démonstration faut attendre plus tard

@ en fait, tout les automates qu'on a vu sont équivalent :
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Non-déterminisme
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Langages reconnaissables

Définition
Un langage L C ¥* est reconnaissable si il existe un automate fini A
tel que L = L(A).

\

Théoreme
Un langage L C ¥* est reconnaissable ssi il existe un automate fini

o déterministe,

o déterministe complet, ou

o ( non-déterministe ) a transitions spontanées
A tel que L = L(A).

N,

o démonstration plus tard
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Non-déterminisme
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Exercise

5

Vrai ou faux?
Q baba € L(A)
Q abab € L(A)
Q aaab € L(A)
Q aaaac L(A)
Q e L(A)
Q L(a*ab*b) C L(A)
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Exercise

Vrai ou faux?
Q baba e L(A)
Q abab € L(A)
Q aaab € L(A)
Q aaaac L(A)
Q e L(A)
Q L(a*ab*b) C L(A)

Uli Fahrenberg

Non-déterminisme

000000

5
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X
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Expressions rationnelles = automates

00000000000

Des expressions rationnelles aux
automates
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Expressions rationnelles = automates
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Automates finis aux transitions spontanées

Définition (4.11)

Un automate fini a transitions spontanées est une structure
(%, Q, Qo, F, ) ou

@ 2 est un ensemble fini de symboles,

@ @ est un ensemble fini d’états,

o Qo C Q est I'ensemble des états initiaux,

o F C Q est I'ensemble des états finaux, et

0 0 C Qx(XU{e}) x Q est la relation de transition.

(]

peut changer de I'état spontanément sans lire un symbole
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Expressions rationnelles = automates
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Comment ¢a marche

Un automate fini a transitions spontanées : A= (X, Q, Qo, F,9) :
e Y, Q ensembles finis, Qo, F C Q,
0 0 C Qx(XU{e}) x Q : larelation de transition

On note ¢ —> rsi (g,a,r) €. <= donc a peut étre ¢

7 a a dn—1
@ Un calcul dans A est une séquence 0 = g1 —= go — --- == q,.

o L'étiquette d'un calcul comme ci-dessus est
MNo)=ajay...ap-1 € X"
@ Un calcul comme ci-dessus est réussi si g1 € Qo et g, € F.

o Le langage reconnu par A est
L(A) = {A(o) | o calcul réussi dans A}.

@ note acbecacb = abab, par exemple
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Expressions rationnelles = automates
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Théoréme de Kleene

Théoreme (Kleene)

Un langage L C ¥* est rationnel ssi il est reconnaissable.

syntaxe sémantique
aut. finis dét. complets langages reconnaissables
N v
aut. finis déterministes langages reconnaissables
N L() 2
automates finis — langages reconnaissables
0 !
aut. finis a trans. spontanées langages reconnaissables
[ I—(
expressions rationnelles langages rationnelles
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Expressions rationnelles = automates
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Fin a la spontanéité

Pour tout automate fini a transitions spontanées A il existe un
automate fini A’ tel que L(A") = L(A).

€ % .. . . € €
@ on note g —™ r si il existe une suite ¢ — --- — r de
transitions spontanées

Démonstration.
O Soit A= (X, Q, Qo, F, ).
@ On construit A' = (X, Q', Qp, F', ') comme suit :
Q0 Q=Q,Q= Qo
Q FF={qeQ|3rcF:.q-"r}, et
Q & ={(p,a,r)|IgeQ:p-—*qet(q,a,r)cd}
@ Maintenant il faut démontrer que, en fait, L(A") = L(A).
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Expressions rationnelles => automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

A,

Démonstration.

@ Soit e une expression rationnelle.

@ On construit, par induction structurelle, un automate fini A(e) a
transitions spontanées tel que L(A(e)) = L(e).

© Nos automates vont étre pures, avec un unique état initial sans
transitions entrantes et symétriquement pour |'état final.

Q Sie=g, alors soit A(e) = —O  O— ( sans transitions ).

Uli Fahrenberg Théorie des langages rationnels : THLR



Expressions rationnelles => automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

A,

Démonstration.

@ Soit e une expression rationnelle.

@ On construit, par induction structurelle, un automate fini A(e) a
transitions spontanées tel que L(A(e)) = L(e).

© Nos automates vont étre pures, avec un unique état initial sans
transitions entrantes et symétriquement pour |'état final.

Q Sie=g, alors soit A(e) = —O  O— ( sans transitions ).

Q Si e =c¢, alors soit A(e) =
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Expressions rationnelles => automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

A,

Démonstration.

@ Soit e une expression rationnelle.

@ On construit, par induction structurelle, un automate fini A(e) a
transitions spontanées tel que L(A(e)) = L(e).

© Nos automates vont étre pures, avec un unique état initial sans
transitions entrantes et symétriquement pour |'état final.

Q Sie=g, alors soit A(e) = —O  O— ( sans transitions ).

€

Q Sie=g¢, alors soit A(e) = —O—0O—
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Expressions rationnelles => automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

A,

Démonstration.

@ Soit e une expression rationnelle.

@ On construit, par induction structurelle, un automate fini A(e) a
transitions spontanées tel que L(A(e)) = L(e).

© Nos automates vont étre pures, avec un unique état initial sans
transitions entrantes et symétriquement pour |'état final.

Q Sie=g, alors soit A(e) = —O  O— ( sans transitions ).

€

Si e = ¢, alors soit A(e) = —O—0O—
Q Sie=ac ¥, alors soit A(e) =

©
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Expressions rationnelles => automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

A,

Démonstration.

@ Soit e une expression rationnelle.

@ On construit, par induction structurelle, un automate fini A(e) a
transitions spontanées tel que L(A(e)) = L(e).

© Nos automates vont étre pures, avec un unique état initial sans
transitions entrantes et symétriquement pour |'état final.

Q Sie=g, alors soit A(e) = —O  O— ( sans transitions ).

Si e = ¢, alors soit A(e) = —O0-0—
Q Sie=ac ¥, alors soit A(e) = —O0-20—

©
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Expressions rationnelles = automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

Démonstration ( suite ).

@ Si e = eje, alors prenons A(eq) ‘,@_,-_,@_,
et A(e H@ et construisons

= ()@~ )= ()@} —(~)

Uli Fahrenberg Théorie des langages rationnels : THLR 44/ 51



Expressions rationnelles = automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

N\

Démonstration ( suite ).

Q Sie=e; + e, alors prenons A(e;) = —»@—»ﬂ—»@—»
et A(e 4'—-—>@—> et construisons

Ale) =

A\
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Expressions rationnelles = automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

Démonstration ( suite ).

Q Sie=e; + e, alors prenons A(e;) = —»@—»ﬂ—»@—»
et A(e 4'—-—>@—> et construisons
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Expressions rationnelles = automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

N\

Démonstration ( suite ).

Q Si e = ¢}, alors prenons A(e;) = —»@—»

et construisons

Ale) =

A\

Uli Fahrenberg Théorie des langages rationnels : THLR
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Expressions rationnelles = automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

Démonstration ( suite ).

Q Si e = ¢}, alors prenons A(e;) = —»@—»

et construisons

€

Uli Fahrenberg Théorie des langages rationnels : THLR
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Expressions rationnelles = automates
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Algorithme de Thompson

Lemme (Thompson)

Pour toute expression rationnelle e il existe un automate fini a
transitions spontanées A tel que L(e) = L(A).

Démonstration ( suite ).

Q Si e = ¢}, alors prenons A(e;) = —»@—»

et construisons

€

@ Maintenant il faut démontrer que L(A(e)) = L(e) en chaque cas.

v
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Exercice

Utiliser I'algorithme de Thompson pour convertir I'expression
rationnelle a(b*a + b) en automate fini a transitions spontanées.
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